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0. MADELUNG

Zur Theorie der Warmeleitfahigkeit isotroper Halbleiter im Magnetfeld

Von OtrriED MADELUNG

Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens-Schuckertwerke AG., Erlangen
(Z. Naturforschg. 11 a, 478—481 [1956] : cingegangen am 29, Mirz 1956)

Herrn Professor TrexpeLexBurG zum 60. Geburtstag gewidmet

Die Theorie der Warmeleitfahigkeit isotroper Halbleiter im Magnetfeld wird fiir den isothermen
und den adiabatischen Fall entwickelt und diskutiert. Der elektronische Anteil der Wirmeleitfihig-
keit sinkt fiir kleine Magnetfelder zunichst proportional (u B)2 und verschwindet im Grenzfall un-
endlich hoher Magnetfelder vollig. Der Effekt ist in nicht entarteten Halbleitern am groBten im
Storleitungsgebiet und nimmt beim Ubergang zum FEigenleiter ab. Ebenso verschwindet er mit

wachsender Entartung.

Die Untersuchung der Warmeleitfahigkeit von
Halbleitern und der damit verbundenen Effekte hat
in der letzten Zeit an Interesse gewonnen. Wihrend
bei Metallen die Warmeleitfahigkeit mit der elektri-
schen Leitfahigkeit durch das Wiepemann-Franzsche
Gesetz verkniipft ist, treten in Halbleitern zusatz-
liche Erscheinungen auf, die eine Giltigkeit dieses
Gesetzes nur in wenigen Fillen zulassen. Einmal ist
hier neben dem elektrischen Anteil der Warmeleitung
der Energietransport durch das Gitter selbst nicht
vernachlédssigbar, ja letzterer iiberwiegt sogar in den
meisten Fillen. Zum anderen findet man in gemisch-
ten Halbleitern einen starken zusitzlichen Energie-
transport durch ,,ambipolare Thermodiffusion®, d. h.
auch bei verschwindendem elektrischem Gesamtstrom
kann unter dem Einflu} eines Temperaturgradienten
ein Teilchenstrom von Elektron-Loch-Paaren (ohne
Ladungstransport) flielen, der neben der kinetischen
Energie der Teilchen einen der Breite der verbotenen
Zone AE proportionalen Energieanteil mit sich fiihrt.

Die Anderung der Wirmeleitung in einem trans-
versalen Magnetfeld ist dagegen noch wenig unter-
sucht. Lediglich an Metallen liegen ausgedehnte
experimentelle und theoretische! Untersuchungen
vor. An Halbleitern wurden merkliche Effekte bisher
nur an Te? und HgSe ? festgestellt. Da alle galvano-
magnetischen und thermomagnetischen Effekte in
Halbleitern proportional dem Produkt aus magneti-
scher Induktion und Beweglichkeit sind, liegen jetat
jedoch in den III-V-Verbindungen InSb und InAs

weitere Halbleiter vor, die einen grofleren Einflufl
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eines Magnetfeldes auf deren Warmeleitung erwar-
ten lassen. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die
Theorie der Warmeleitung im Magnetfeld in allge-
meiner Form fiir den isotropen Halbleiter zu ent-
wickeln und zu diskutieren. Hier wurde bisher nur
der Fall des Storstellenhalbleiters bei thermischer
Streuung theoretisch behandelt 4.

I. Die Grundgleichungen

Die allgemeinen Ausdriicke fir die elektrische
Stromdichte und die Energiestromdichte in isotro-
pen Halbleitern unter dem Einflul beliebiger elek-
trischer und magnetischer Felder sowie eines Tem-
peraturgradienten wurden bereits in einer fritheren
Arbeit® angegeben. Diese Grundgleichungen sind
jedoch zur vollstandigen Erfassung der thermischen
Effekte in zwei Punkten zu ergénzen. Sie enthalten
zundchst nicht die gerichtete Wechselwirkung zwi-
schen den Ladungstragern und dem Gitter, also die
Ubertragung der mit der Gitterwdrmeleitung ver-
bundenen Vorzugsrichtung der Phononen von hei-
Beren zu kilteren Stellen des Halbleiters auf die
Ladungstrager (phonon drag®), sowie den umge-
kehrten Effekt der Ubertragung der durch ein elek-
trisches Feld hervorgerufenen Vorzugsrichtung der
freien Ladungstrager auf die Phononen bei ihrer
gegenseitigen Streuung. Wir wollen diese Effekte,
die nur bei tiefen Temperaturen wesentlich werden,
hier nicht in die Theorie einbeziehen?. Wichtiger

5 0. Maberunc, Z. Naturforschg. 9a, 667 [1954].
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ist hier jedoch die Beriicksichtigung des friher?
vernachldssigten ,,potentiellen Anteils der Energie-
stromdichte. Bei Mitnahme dieses Anteils lauten die
Grundgleichungen 7:

i=My3. G Mo [BE] + M35 . B(BE)
+ S13-grad T + S22 [ B grad T]
T 83 B(BgradT),

t=—Ni3 G- Noo, [BE] -~ N3 - B(BE) (1)
— (L1s+ +#p)grad T — Las [ B grad T

— L3 B(BgradT)
mit

(T B3[8] %\ L
Sik'(?a’r[T]+aT) Mg+ 7 Mi k2
Ni=M; p2+aMy, Lg=8; 2+l , (2)
an =Eile, ap=—Evyle,

wahrend alle weiteren Bezeichnungen ungeéndert
aus der fritheren Arbeit® zu entnehmen sind.

II. Wirmeleitung ohne Magnetfeld
Fiir B =0 lautet der Ausdruck fiir die Energie-

stromdichte im n-Leiter:

¢= — N3G — (LYsntxr) grad T . (3)
Fordert man noch speziell i =0, so wird:
S(1)3I
G- - — " gradT, (4)
13n
¢= — (¢ +#n)grad T, (5)
Zn = L(1)3n - N{)i&n S?Sn/*M{)Sn
1 19 k\2
= (M= M P18} ~ (5 uT - (6)

Es stelle sich also eine Gegenspannung € ein, die
einen Stromflufl der Ladungstriger unter dem
Einfluf des Temperaturgradienten verhindert. Der
Warmeleitungskoeffizient », setzt sich aus zwei Glie-
dern zusammen, von denen das eine den Anteil eines
unter dem Einfluf des Temperaturgradienten flie-
Benden unbehinderten ,,Thermostromes“, das andere
den Anteil des kompensierenden ,,Feldstromes® re-
prasentiert. Da beide Stromanteile verschiedene
Energie mit sich fiihren, verschwindet der elektro-
nische Anteil von ¢ nicht, sondern wird proportional
(k/e)? 0, T (WiepEmaNN-Franzsches Gesetz).

Im gemischten Halbleiter ist neben x, und einem
entsprechenden Locheranteil x, noch ein weiteres
Glied zu bertuicksichtigen. Gefordert wird hier ja
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nur das Verschwinden des elektrischen Gesamtstro-
mes. Dies schlie8t aber nicht aus, dal} ein Teilchen-
strom von Elektron-Loch-Paaren (ohne Ladungs-
transport) in Richtung des negativen Temperatur-
gradienten flieft. Fiir diesen (Teilchen-)Strom ergibt
sich aus (1):

. i1
== %
_ ,,@Mﬁ ('JE o JE?E“ M(l)5l’)grad T
eT M(I)Sn + M(1)3p < M(l)Sn Jl4(1)31)
(7)
und fiir die zusétzliche Energiestromdichte:
0 170\
Cpaar = I:e (Mlsn + 4141;’“) = AE j| I ’ (8)
M() 0.
A% 13n 13p
also
€ = Cgitter + Cn + cp + Cpaar - (9)

Die in (8) auftretenden Glieder e M{;/M{; sind
Ausdriicke der Form (vgl. L. c.3):
0 .
eﬂ{? :f;_yw oo dB 10}
MY, J.....dE
wo die Integrale jeweils tiber alle besetzten Terme
des Bandes zu erstrecken sind. Sie geben also die
mittlere kinetische Energie der am Stromflufl be-
teiligten Ladungstréager. ¢p,,, setzt sich somit zusam-
men aus der kinetischen Energie der Elektron-Loch-
Paare und ihrer gemeinsamen ,potentiellen” Ener-
gie AES.
Fiir den Spezialfall des gemischten nicht-entarteten
Halbleiters bei thermischer Streuung folgt dann aus
(5) bis (9) unter Zuhilfenahme der Tab. 2, 1. c.®:

- k)2 onop (AE  ,\?
x441,+2<e> oT |1+ s (kT+4) J

(11)

ITI. Warmeleitung im Magnetfeld

Bei allen thermomagnetischen Effekten ist zwi-
schen dem isothermen und dem adiabatischen Fall
zu unterscheiden, je nachdem, ob senkrecht zum
primdren Temperaturgradienten und zum Magnet-
feld ein Warmestrom flielen darf oder ob die Ober-
flichen in dieser Richtung adiabatisch abgeschlossen
sind. Im letzteren Fall entsteht in dieser Richtung
ein den WirmefluB kompensierender Temperatur-
gradient (Ricur-Lebuc-Effekt).

Eine &hnliche Unterscheidung existiert bei den
galvanomagnetischen Effekten. Hier ist in breiten

8 P.J. Price, Phil. Mag. 46, 1252 [1955].
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Préparaten ein Stromflu} senkrecht zum angelegten
elektrischen Feld und zum Magnetfeld zugelassen,
wihrend in schmalen Staben der transversale Strom-
flul durch das Auftreten der Harr-Spannung kom-
pensiert wird.

= M13~(L13)

“Bi = =
4M13__ AM)‘I B

T Miz+ Noo Spo

und im Grenzfall kleiner Magnetfelder:
B; 2 2
gT{(M‘n— (Mgz~)'/Ml1)3+)(M(1)5—>-

0o
()

ZBi = %p—

) M3 Nz Sz +

0. MADELUNG

Zur expliziten Berechnung des Warmeleitungs-
Koeffizienten legen wir das Magnetfeld in die z-
Richtung, den primidren Temperaturgradienten in
die z-Richtung und fordern i=0. Dann ergibt sich

im isothermen Fall:

E(Mgz—(L13++ZL) (12)

__zl[n N?) Slg__]tlgg_NIf;_ngg.:_):

+2MYs (M2 M3y — My M35 )+ MYy (MY MY

3 (B30 M3+ M50 M)+ % — (D0 ey — M M)

+ ((M(I)S = J-[gz =5 /M(1)3 —‘.—) - ‘M'(_’)4 ‘.—) (*M(1)3n MgZp S *Mgzn M?E)p)}

+ (AE‘) [(Ml‘m) M31p i (M(l)‘ip) M3111 (I/M‘i):i ——) (*Mtl)Sn 4M”p + MQ)“ 4M13p) )‘} -

In dem anderen Grenzfall sehr grofler Magnetfelder
gehen alle My, Ny, Sy und L;; mit B, 2 gegen
Null, in (12) bleibt dann nur noch der Gitteranteil
tibrig. Bei unendlich hohem Magnetfeld verschwin-
det also der elektronische Anteil der Warmeleitfahig-
keit.

Wir geben nun noch den der Gl. (11) entspre-
chenden Ausdruck fiir den Koeffizienten der Warme-
leitfahigkeit des nicht entarteten Halbleiters bei
thermischer Streuung, beschridnken uns dabei aber
auf reine Storstellenleiter:

;f31=x0—2(3)20T(;4 ;)(387 u Bz)2
1-1,15 (o B)? J

wo uy die Harr-Beweglichkeit R o:%i u bedeutet.

;vL-i—r

(14)

Fiir den gemischten Halbleiter wird der explizite
Ausdruck sehr kompliziert, so dal wir hier auf seine
Wiedergabe verzichten. Man gewinnt ihn leicht aus
(13), wenn man (im AnschluB an Tab. 2, l.c.?)

fiir die M) die folgenden Werte einsetzt:
Ml ¢ =e (ngn + puy)
J‘[?-’, _=2kT (n‘un - p!lrp) s

M, =22 (wd — pud).
AM34+ = ‘176 k (n‘u"*P‘uI,) ’
M. = ?; (nun+p‘u )

(13)
0 9x 3 3
Mss_ = 16 kT(nM’n_pMp)’
97 (kT)%, s
M35 =% = (npn+ pus)- (15)

Eine Diskussion dieses Falles zeigt, da} der nume-
rische Faktor 1,15 der Gl. (14) beim Ubergang in
die Eigenleitung stark absinkt, dal also dort nur
eine schwichere Beeinflussung der Wairmeleitung
durch das Magnetfeld moglich ist.

Umgekehrt wichst der numerische Faktor in (14)
mit zunehmendem Einfluf} der Streuung an ionisier-
ten Storstellen. Liegt dieser Streumechanismus allein
vor, so erhilt man

0(’1 (lHB)Z

‘/]312‘/0 ].—1]. /I+

(16)

-1;) o u gegeben ist.

wo jetzt uy durch
Wie im magnetfeldfreien Fall 1aBt sich auch hier der

Warmestrom in verschiedene Anteile aufteilen. Aus
(1) folgt durch Umformung:

= N13n (]L;l:;; - %ii QB§>
T (LISI)_NZZDQB ) Nisp (l?lli ZI’.;E ‘ ;))J 35
[e Grima i) 48] io30 o)

LaBt man zunichst auBer acht, daB} alle in (17)
auftretenden GroBen das Magnetfeld noch implizit
enthalten, so erkennt man eine weitgehende Analogie
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zum magnetfeldfreien Fall. Die ersten beiden Zeilen
von (17) geben wieder die Gitterwarmeleitung und
die Anteile der sich kompensierenden Elektronen-
strome bzw. Locherstrome, die dritte Zeile den An-
teil des unkompensierten Elektron-Loch-Paar-
Stromes. Dieser letzte Anteil ist formal identisch mit
dem entsprechenden Anteil des magnetfeldfreien Fal-
les. Die kompensierten Teilstrome enthalten dagegen
samtlich Zusatzglieder, die proportional dem iso-
thermen Nernst-Koeffizienten Q sind. Daf} die Teil-
strome von Q, also von der durch den Temperatur-
gradienten erzeugten transversalen Spannung be-
einflult werden, ist einleuchtend. Da Q noch vom
Leitungstyp abhangt, ist hier eine Separation des
Warmestromes in den Gitteranteil, zwei dem reinen
n-Leiter bzw. p-Leiter zugehorige Anteile und einen
beim gemischten Leiter hinzukommenden Anteil
nicht moglich. Vor allem ist hier zu beachten, dafl
Q bei Storstellenleitern positiv, im gemischten Lei-
ter dagegen negativ ist.

#0 el

g oAl — 115
Ba ()l s ZI.+20 el

Solange ) > ), ist, kann der Unterschied zwischen
dem adiabatischen und dem isothermen Fall ver-
nachléssigt werden. Bei einem iiberwiegenden elek-
tronischen Anteil der Warmeleitung ist der Einflul}
des Magnetfeldes im adiabatischen Fall dagegen
kleiner als im isothermen Fall.

SchlieBlich sei hier noch erwahnt, dafl man den
isothermen Warmeleitungskoeffizienten bei Kenntnis
des Nernst-Koeffizienten Q) und des ErTiNGSHAUSEN-
Koeffizienten P durch die Bripcman-Beziehung

= T (21)

gewinnen kann.

IV. Diskussion

Aus der im letzten Abschnitt entwickelten Theorie
folgt, dal} der elektronische Anteil der Warmeleitung
eines Halbleiters durch ein Magnetfeld reduziert
werden kann. Die Reduktion ist proportional dem
Produkt aus Beweglichkeit und magnetischer In-
duktion sowie dem Quotienten aus elektronischem
Anteil des Warmeleitfahigkeits-Koeffizienten und
dem gesamten Warmeleitfahigkeits-Koeffizienten.

Die Anderung des Wirmeleitfahigkeits-Koeffizien-
ten im Magnetfeld bleibt also solange klein, solange
die Gitterwarmeleitung einen betrédchtlichen Anteil

24 o~ >0 el
(,U«HB.’) (] - 0’6‘21‘-%%0 el )} ’
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Die Berechnung des adiabatischen Koeffizienten
der Warmeleitfahigkeit im Magnetfeld ist wesentlich
komplizierter, da in diesem Falle zusitzlich ein
Temperaturgradient senkrecht zum primaren Tem-
peraturgradienten und zum Magnetfeld auftritt. Bei
Kenntnis des Rigur-Lepuc-Koeffizienten S kann xp,
jedoch aus »p; durch die Beziehung ?

ZBa = “ZBi (1 =+ S2 Bzz)
gewonnen werden.

Fiir S, auf dessen Theorie wir hier nicht niher
eingehen wollen, ergibt sich beispielsweise in der
Néherung kleiner Magnetfelder fiir den nicht ent-
arteten Halbleiter bei thermischer Streuung:

- 21 EN2uT 7  oel
= 7T £2 00 =
S=7F 32 (e ) %o ° T x40l

(18)

Uy
(19)
wo das obere Vorzeichen fiir den n-Leiter, das un-

tere fir den p-Leiter gilt. Einsetzen von (14) und
(19) in (18) liefert dann in erster Naherung:

(20)

der gesamten Warmeleitung betrdgt. Dies ist in
Halbleitern jedoch meist der Fall.

In vielen Féllen, wie beispielsweise bei der
thermoelektrischen Kiihlung, interessiert das Ver-
héltnis zwischen Warmeleitung und elektrischer Leit-
fahigkeit, welches dort zur Erzielung eines guten
Wirkungsgrades moglichst klein gehalten werden
soll. Hierfur gilt:

Z0el -
== #L+ %0 el B
1—b(unB:)*

Eine Erniedrigung dieses Koeffizienten ist mog-
lich, wenn xy.> (b/a) %, gilt. Fiir reine Ionen-
streuung ist b/a = 0,05, fiir thermische Streuung in
Storstellenleitern b/a = 0,25, wihrend dieser Quo-
tient beim Eigenleiter (unter der Annahme u, = 1)
grofer als 1 wird. In diesem Fall ist also keine Er-
niedrigung des Quotienten x/o moglich. Auch in
den beiden anderen Fillen liegen die Verhaltnisse
ungiinstig, da dort der Gitteranteil der Warmeleitung
im allgemeinen zu grof} ist.

Geht man zum Grenzfall starker Entartung iber,
so verschwindet der Einflul des Magnetfeldes so-
wohl auf die elektrische Leitfdhigkeit wie auch die
Wirmeleitung eines isotropen Halbleiters. Dies er-
kennt man leicht aus (13) unter Zuhilfenahme der
Tab. 2, l.c.3 unter Benutzung der Beziehung

Fo= (a+1)"Y({/kT)* (fiir (kT >20).

= =2 (22)

6 0,



